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颗粒材料的微观临界状态理论模型 
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摘  要：存在临界状态是颗粒材料的一个重要特性。基于孔隙胞元的颗粒离散元方法对二维颗粒体进行双轴加载数值试验，

在详细分析数值模拟结果的基础上，从微观几何组构的角度揭示了临界状态的存在机制。基于剪胀性原理，提出了以接触价

键表征的微观临界状态理论模型，得到了接触价键与塑性剪切应变的关系表达式，理论模型的结果和二维离散元数值模拟得

到的结果吻合较好。通过比较不同情况下数值结果和理论模型中的参数，得到以下结论：表征微观临界状态的参数（临界接

触价键和达到临界状态所需要的塑性剪切应变）依赖于颗粒体的微观特性，如颗粒形状、表面摩擦性质、颗粒体的围压和初

始孔隙比。 
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Microscopic theoretical model of critical state for granular materials 
 

QIN Jian-min1,  ZHANG Hong-wu2 
(1. Research and Development Center of the Civil Engineering Technology, Dalian University, Dalian, Liaoning 116622, China; 

2. State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment, Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, China) 
 

Abstract: Critical state is an important phenomenon exhibited in granular materials. Numerical simulations of two-dimensional 
particulate arrays are carried out using granular discrete element method based on void cells. The numerical simulation results are 
analyzed in detail to reveal the critical state from the viewpoint of microscopic geometric fabric. Based on the dilatancy of granular 
materials the micromechanical theoretical model of critical state in terms of valence is proposed. An implicit relationship between 
valence and plastic shear strain is obtained. The solution of the theoretical model confirms well with the numerical results. The 
important conclusion is drawn as follows: the parameters related to the microscopic theoretical model, including the critical valence 
and the plastic shear strain corresponding to critical state, are dependent on the microscopic properties such as the particle shape, 
surface friction, the consolidation stress and the initial void ratio of the granular assembly. 
Key words: granular materials; microscopic critical state; valence; micromechanical deformation mechanism; void cell 
 

1  引  言 

颗粒材料在加载过程中表现出极其复杂的力学

行为，存在临界状态是颗粒材料的一个重要性质[1]。

以砂土为例，临界状态描述的是：对于给定的砂土

试样，当剪切变形达到一定程度时，砂土会达到一

个极限孔隙比（也叫临界孔隙比），此时砂土试样的

体积不再随加载过程发生改变，这个临界孔隙比的

值与初始孔隙比无关。Schofield 和 Wroth 在临界状

态土力学一书中指出，临界状态不受初始孔隙比的

影响，已经作为基本原理应用于颗粒材料的本构方

程中，克服了以前将松、密砂土视为不同介质的缺

点[2]。近年来，临界状态的概念也被引入到超塑性

理论中[3－4]。试验研究表明，临界孔隙比可以作为

表征颗粒材料的临界状态参数，但它依赖于很多参

数，如三轴试验中施加的围压以及加载路径等[5]。 
虽然临界状态的概念已经建立了相当长的时

间，但到目前为止，大多数文献仍然维持在对临界

状态进行宏观描述的层面上。很少有学者从颗粒材

料微观组构的角度，对临界状态开展相关的理论研

究。目前见诸于报道的只有 Rothenburg 和 Kruyt 的
工作[6]，他们提出用配位数（每个颗粒周围的接触
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数）来表征颗粒材料的微观临界状态，并研究了颗

粒表面摩擦系数对临界配位数（达到临界状态时的

配位数）的影响。但在文献[6]中作者假设配位数的

改变是与总应变相联系的，而根据颗粒材料的微观

力学机制，在弹性变形阶段颗粒之间的接触状态不

会发生改变，即原有的接触对不会破裂，也没有新

接触对的生成，所以配位数不会发生变化。因此，

文献[6]在理论推导过程中的基本假设是不合理的。

而且，以配位数作为表征参数只是对基于粒子法的

离散元方法有效，当采用基于孔隙胞元的离散元方

法来计算颗粒体的微观变形时，就不能以配位数作

为有效表征微观组构变化的参数。笔者提出以接触

价键（每个孔隙胞元的边数）来表征微观临界状态，

并分析了单个颗粒的形状、表面性质以及颗粒体的

固结压力对颗粒体的宏观、微观力学响应的影响[7]。

但文献[7]的工作只是从数值结果上进行了分析，非

常有必要对临界状态开展进一步的研究工作。 
本文将针对基于孔隙胞元法的颗粒离散元法，

对二维颗粒体进行双轴压缩试验。从颗粒材料的剪

胀性出发，深入分析其微观变形力学机制，推导基

于接触价键的微观临界状态理论模型。在此基础上，

进一步分析颗粒体的初始孔隙比、围压、单个颗粒

的形状、表面性质对微观临界状态的影响。 

2  颗粒离散元数值模拟 

颗粒材料的变形是由每个颗粒的运动引起的。

计算颗粒体内小尺度变形的方法有两种：一种是基

于粒子链的方法，颗粒体内部的变形被看作是粒子

链的拉伸和剪切共同作用的结果，微观组构的变化

以配位数和颗粒间接触对的方向来表征。这种方法

最初被应用于应力膨胀性的研究中[8]，后来 Horne[9]

和 Oda[10]发展了该理论，认为颗粒体的变形引起相

邻粒子支链（相邻颗粒质心的连线）的压缩或拉长；

另一种方法是近年来发展起来的基于孔隙胞元的方

法，这种方法要求把颗粒体分成互不重叠的子区域，

这样颗粒体的局部变形可以通过每个子区域来计

算。在第 2 种方法中，微观组构的变化以接触价键

和孔隙比来表征。本文采用基于孔隙胞元的颗粒离

散元方法，计算微观尺度上颗粒体的速度梯度，每

个孔隙胞元的变形通过周围颗粒的相对运动来计

算，用虚功原理扩展平衡方程，将离散系统中的变

形与连续体中的相应变形联系起来，计算颗粒体的

平均应力，具体公式同文献[7]。 
二维颗粒体的微观拓扑结构可以由颗粒（顶

点）、接触（边）和孔隙胞元（面）构成，如图 1

所示。单个孔隙胞元如图中阴影所示，以 1S 、 2S 和

3S 表示的孔隙胞元的接触价键分别为 3、4 和 5。对

于有周期性边界的颗粒体，孔隙胞元个数 S、接触

数U和颗粒数P之间的关系可以通过粒子图的Euler
形式表示： 

0S U P                （1） 
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图 1  接触颗粒和对应的孔隙胞元 

Fig.1  Particles in contact and the corresponding void cell 

 

本文采用 1 000 个随机排列的颗粒进行双轴压

缩数值试验，研究颗粒材料的宏观、微观力学响应。

在双轴加载过程中，颗粒体模型的高度以恒定的速

度减小，采用伺服应力控制原理使水平应力 σ11 保

持为常数。颗粒粒径在 (0.45～ 501.4)d 之间随机分

布，其中 50d 为颗粒体的中值粒径。对卵圆形颗粒，

粒径为颗粒的高、宽的平均值（高宽比的取值为

0.6～1.0），不均匀系数 uC  1.69。其中，围压采用

无量纲的值 n/l k 表示，l 为颗粒体的单位长度， nk
为法向接触刚度，切向接触刚度与法向接触刚度的

比值 t n/k k  0.5。颗粒体的初始状态为随机、各向

同性的，四周采用周期性边界条件，以消除边界的

影响。 
为了表征颗粒体的宏观应力、应变响应，对文

中各个变量说明如下： 
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          （2） 

式中：p、q 分别为平均应力和剪切应力； ij 、 ij 分

别为是柯西应力张量和应变张量； 、 v 分别为剪

切应变和体积应变。 
图2给出了摩擦系数  0.5时排列致密和排列

疏松的卵圆颗粒体在双轴加载过程中剪切应力比

/q p、孔隙比的变化过程。从剪切应力比与轴向应

变曲线图 2(a)中可以看出，排列致密的颗粒体在加
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载过程中分为几个阶段：在加载的初期（轴向应变

小于 0.025%时），颗粒体的力学性能接近于弹性；

随着加载的进行，应力比逐渐增大，达到峰值后发

生软化，软化现象的发生是由于密实颗粒之间有咬

合力，剪切过程中咬合力被破坏，导致强度降低；

随着加载的进一步进行，应力比达到稳定状态保持

不变。排列致密的颗粒体最大剪切应力比大于排列

疏松颗粒体的值，但两者在临界状态的值是相同的。

具有不同初始孔隙比的颗粒体，在变形较大时也达到

相同的孔隙比，并且孔隙比值保持不变。这也证实

了颗粒材料中存在临界状态中的现象，即在临界状

态，排列致密和排列疏松的颗粒体有相同的强度和

孔隙比，临界强度和临界孔隙比与初始孔隙比无关。 
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    (a) 剪切应力比-轴向应变曲线 
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    (b) 孔隙比-轴向应变曲线 

图 2  剪切应力比和孔隙比随轴向应变的变化 (=0.5) 
Fig.2  Curves of shear stress ratio or void ratio  

versus axial strain (=0.5) 

 
在双轴加载试验中，纵向压缩变形和横向膨胀

变形共同作用，引起孔隙胞元形状（接触价键、孔

隙胞元的大小、个数）的变化。图 3 给出了接触价

键随加载过程中的变化。从图中可以看出，在加载

的初始阶段，接触价键的值先是有微小的下降，然

后一直呈持续增长趋势，直到达到临界状态，保持

不变。当达到临界状态时，致密和疏松颗粒体的接

触价键是相同的。这从微观组构参数上反映了颗粒

体的临界状态不受初始孔隙比的影响。 
图 4 给出了排列致密的颗粒体在双轴试验过程

中孔隙胞元个数随着变形过程中的变化。从图中可

以看出，在加载的初始阶段，孔隙胞元的数目减小，

直到达到稳定阶段。因此，表征孔隙胞元形状的孔

隙比、孔隙胞元的数目以及接触价键在变形较大时，

均趋于一个稳定值。 
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图 3  接触价键随剪切变形的变化 

Fig.3  Curves of valence versus shear strain 
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图 4  孔隙胞元的个数随加载过程的变化 

Fig.4  Curve of number of void versus axial strain 
 

通过以上基于离散元数值模拟的分析可以得

到几点认识：首先，平均接触价键可以用来表征微

观临界状态，这提供了一种可以利用孔隙胞元的离

散元方法从微观角度研究临界状态的手段；其次，

由孔隙胞元构成的颗粒体内部结构对内部接触力的

传递起到了重要作用，进一步影响了颗粒材料的平

均应力；最后，颗粒集合体的临界状态是其内部细

观参量变化在平均意义上的一种体现。 

3  微观临界状态理论模型 

在双轴加载过程中，由于颗粒体在水平方向上

持续膨胀，使颗粒体中水平方向的相邻颗粒和接触

数变少，进而导致孔隙胞元在压缩方向上变大、变

长，接触颗粒在近似平行于大主应力的方向（纵向

压缩方向）上形成柱状结构。局部孔隙胞元的破坏

和新孔隙胞元的形成，解释了颗粒材料在双轴加载

试验过程中的微观变形机制，而接触对的破裂和新

接触对的形成是引起内部结构变化的主要因素。由

于在加载过程中，有效承力的颗粒个数几乎不变，

可以用每个颗粒的接触数来衡量颗粒体内接触对个

数的变化。 

临界状态 

临界状态 

临界状态 
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在双轴加载过程中有两个主应变：一个是横向

的拉伸应变，另一个是竖向的压缩应变。横向的拉

伸变形导致颗粒体内部接触对的破裂，从而引起颗

粒体结构的不稳定；同时，竖向的压缩变形促使新

的接触对形成，以保证结构又达到新的稳定状态。

由颗粒材料的微观力学机制可知，只有当颗粒的接

触状态不发生改变并且颗粒间没有滑动时，颗粒体

的变形才处于弹性阶段。也就是说，颗粒接触对的

生成和破裂总是伴随着塑性变形的，因此，本文在

考虑宏观变形引起内部几何组构变化时，只考虑塑

性应变部分的贡献。基于文献[6]，在以下的讨论中，

将接触对破坏和新接触对形成看作两个独立的过

程，把两个主应变在压缩、拉伸方向的塑性应变分

开来考虑。 
假设在变形增量中，新生成的接触对个数和破

裂的接触对个数分别表示为 
p
2d dU                  （3） 

p
1d dU                  （4） 

式中：dU  、dU  都是正数。由于在本文离散元程

序中规定压缩应力、压缩应变为负，所以在式（3）
中有负号； 、 为相应的比例系数，分别是原有

接触对脱离和新接触形成的概率，这两个函数都反

映了宏观塑性应变 pd 是怎样转化为内部位移的。

在双轴压缩试验中，体积应变增量、剪切应变增量

的塑性部分以及二者之间的关系可表示为 

2

p p p
v 2 1

p p
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p p
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d d d

d d d   

d d
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  
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          （5） 

式中：D 为膨胀率。 
由式（5）可以得到 

p p
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p p
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         （6） 

将式（6）代入式（3）、（4），可以得到 

p

p

1d (1 )d
2
1d (1 )d   
2

U D

U D

 

 





   

   

        （7） 

当剪切变形达到一定的值时，颗粒体达到稳定

态，颗粒体的体积不再改变，此时有 0D  ，而接

触个数保持常数，即 

p p1 1d d d d d 0
2 2

U U U             （8） 

由此可以得到，  。因此，接触个数增量

可以表示为 
pd d d dU U U D            （9） 

根据式（1），可以得到接触数和接触价键的关

系为 
2

2
PU

Z



             （10） 

式中： 2 /Z U S ，为接触价键；P 为颗粒体的颗粒

个数，为常数。 
假设 D 是接触价键 Z 的函数，可以表示为D   

( )D Z 。由于当颗粒体达到临界状态时，膨胀率为 0，
所以有 c( ) 0D Z  成立，其中 cZ 是临界接触价键的

值。将 ( )D Z 在 cZ 附近进行泰勒展开，只保留第一

项，可以得到 

c( ) ( )D Z k Z Z            （11） 

式中：k 为常数。 
对于式（8）中参数 和  的确定，根据不同

初始排列的颗粒体的 DEM 计算结果，分别进行讨

论。对于排列最紧密的情况，即初始接触价键 0Z  3
时，平均接触价键随着塑性剪切应变的变化如图 5
所示。在初始加载阶段，颗粒体的内部结构非常稳

定，平均接触价键一直保持在 3 左右，内部接触不

发生破坏，也没有新的接触生成，因此， 和  均

为 0。当剪切应变大于 1.235%时，数值结果显示颗

粒体内部结构发生剧烈的变化，颗粒排列从图 6(a)
的正六边形排列转变为图 6(b)的四边形排列。在很

小的变形内，平均接触价键由 3 变为 4。在这个小

变形阶段内，接触对破裂的比例系数非常大。 
除了排列最紧密（ 0Z  3）的情况，我们还发

现加载过程中，当排列致密时，颗粒体内部接触对 
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图 5  Z0=3 时的接触价键变化过程 

Fig.5  The evolution of the average valence  
versus plastic shear strain when Z0=3 
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(a) Z=3 (b) Z=4 

图 6  等径规则排列的颗粒体 
Fig.6  Regular granular assemblies  

with equal sized particle 

 
破裂的几率比较大，因此， 不可能是一个常数，

而是与加载过程中的内部结构密切相关。考虑到颗

粒体内部的微观结构可以通过接触价键来描述，因

此，将 表示成接触价键的函数，即 ( )Z  。在

加载过程中，接触价键最小时 取最大值。 
结合以上对颗粒体最致密排列（即 0Z  3）的

分析， 可以表示成如下的分段函数： 

min

min
min

( ) 0,  

1( ) ,    

Z Z Z

Z Z Z
Z Z





  



   

当 

当 
    （12） 

式（12）中“”表示成正比。 

将式（10）～（12）代入式（9），得到 

minp

2

minp
min

d 0,  
d

( )( 2)d ,   
8d

c

Z Z Z

Z Z ZZ c Z Z
Z Z





  



     

当

当

 （13） 

式中：c 为常数，不依赖于塑性剪切应变而变化。 
从式（13）中可以看到，当 minZ Z 时，接触

价键随着塑性剪切变形的变化曲线的斜率趋向于无

穷大，这与图 5 中给出的离散元数值结果相符。   
式（13）给出了接触价键和塑性剪切应变的隐式关

系，在给定初始接触价键的情况下，求解微分方程

式（13），即可得到接触价键随塑性剪切应变的演化

过程。 

4  结果分析 

图 3 的离散元数值结果（对应 min cZ Z Z  的

情况）已经给出，接触价键与轴向应变的关系不是

单调变化的：在变形的初始阶段，接触价键先有一

段微小的下降，然后才呈上升趋势，演化曲线有一

个拐点存在。而在式（13）中，当 min cZ Z Z  时，

接触价键是关于塑性剪切应变的单调函数。为了与

式（13）的结果进行比较，在分析离散元数值试验

结果时，也需要给出接触价键与塑性剪切应变的关

系。为了确定塑性变形部分，对所研究的颗粒体做

加载、卸载试验，同加载过程相同，卸载试验中也

保持 11 为常数。两个方向的弹性应变可以通过卸

载路径上的积分得到，即 

2
2

2
1

d

d

e
E

e
E



 



 




            （14） 

因为在双轴加载试验中，水平方向的应力保持

不变，所以水平方向的弹性模量和相应的泊松比在

增量响应中可以不予考虑。压缩方向的弹性模量E
和泊松比 ，可以通过卸载曲线初始阶段的斜率来

确定，即 
2

2

1

2

d
d
d    
d

E 






 

 


            （15） 

图7给出了摩擦系数  0.5时排列致密的卵圆

形颗粒体的加、卸载应力比（ 22 11/  ）与应变关系

曲线和在各个卸载阶段的弹性常数。从图中可以看

出，无量纲的弹性模量（以 50 n/Ed k 表示）在加载

初始阶段有微小的提高（0.666～0.669），然后开始

减小。存在这种现象的原因是，在初始变形阶段，

压缩方向的接触数比水平方向有所增多，接触各向 
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     (b) 弹性常数 

图 7  排列致密卵圆形颗粒体的加载、卸载曲线和弹性常数 
Fig.7  Loading-unloading curves of elastic constant vs. 

shear strain for dense oval assembly 
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异性提高；随后的弹性模量下降是由于水平方向的

持续膨胀，孔隙比增大，导致接触数目减少。由    
式（14）得到变形的弹性部分，总应变减去弹性应

变即可得到两个方向上的塑性应变。 
为了验证理论模型式（13）的结果，本论文进

行了一系列二维离散元数值模拟。数值计算中，考

虑了不同初始孔隙比、表面摩擦性质、颗粒形状、

围压对颗粒体接触价键的影响，并进一步给出了不

同情况下理论模型中 c 的取值情况，比较了微观参

数对 c 值的影响。 
图 8 给出了通过式（13）和离散元数值模拟得

到的接触价键随塑性剪切应变的变化过程。从图中

可以看出，对应不同摩擦系数、颗粒形状、围压、

初始孔隙比的情况，接触价键变化过程都存在类似

的趋势：随着压缩过程的进行，接触价键数目逐渐

增大，直到达到稳定态，接触价键的值保持不变，

即得到临界接触价键。各组颗粒体试样的参数以及

理论模型中的 c 值、临界接触价键 cZ 的值可参见  
表 1。在以上所有的情况中，由理论模型式（13）
和离散元数值试验得到的结果都吻合较好。 

式（13）给出的理论模型不是惟一的，因为式

中的参数 cZ 和 c 依赖于颗粒体的性质。比较表 1 中

的临界接触价键 cZ 的值可以发现，临界接触价键不

依赖于颗粒体的初始孔隙比，但与颗粒形状、表面

摩擦性质以及颗粒体的围压有关。可以看到，圆形

的临界接触价键数高于卵圆形颗粒的；围压越小、

摩擦系数越大，临界接触价键越大。而接触价键可

以反映出颗粒体的内在稳定性条件，因此，可以得

出结论：在临界状态时，内部稳定性与颗粒形状、

表面摩擦性质和颗粒体的围压有关。 
比较表 1 中的 c 值，并结合图 8 中平均接触价

键的变化过程可以发现，当达到临界状态时的塑性

剪切应变（以 c 表示）越大，对应的 c 值也越小。

比较表 1 中各种颗粒体样本的 c 值发现，排列越疏

松、围压越小，c 值就越大；圆形颗粒体比卵圆形

颗粒体的 c 值大。因此，可以得出结论，在其他条

件相同的情况下，大孔隙比、小围压、颗粒体为圆

形时，当颗粒体达到临界状态时，对应的塑性剪切

应变较小。在本文中的加载条件（ n/l k  1×10-4）

下，c 的取值都在几百的量级上。 
对于初始排列是正六边形排列（图 6（a））时

的情形，理论模型和离散元得到的数值结果比较如

图 9 所示，两者较为吻合。值得注意的是，当接触

价键接近于 3 时，式（13）中的常数 c 需要取值很

大才能与曲线斜率无穷大相匹配。 
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(a) 圆形颗粒体不同摩擦系数 
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   (b) 卵圆形颗粒体不同摩擦系数 
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(c) 圆形颗粒体不同围压 
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(d) 不同颗粒形状 
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(e) 卵圆形颗粒体不同初始孔隙比 

图 8  理论接触价键与离散元数值模拟的比较 
Fig. 8  Comparisons of the valence between the theoretical 

and numerical results 
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表 1  颗粒体试样的参数以及理论模型中的 c、Zc值 
Table 1  The parameters of the granular specimens  

and the value of c, Zc in the theoretical model 

颗粒体形态 e 
n

l
k
 /10-4  Z0 Zc c 

密实、圆形 0.12 4 0.5 3.876 4.919 200 

密实、圆形 0.12 1 0.5 3.989 5.152 450 

密实、圆形 0.12 1 0.3 3.989 4.825 450 

密实、卵圆 0.12 1 0.3 3.341 4.409 300 

密实、卵圆 0.12 1 0.5 3.341 4.906 300 

疏松、卵圆 0.18 1 0.5 3.989 4.906 600 

 

 
图 9  理论接触价键与离散元数值模拟的比较（Z0=3） 

Fig.9  Comparisons of the valence between the theoretical 
and numerical results with Z0=3 

5  结  语 

从颗粒材料的剪胀性出发，深入分析了颗粒材

料的微观变形力学机制，提出了基于接触价键的微

观临界状态理论模型，得到了接触价键和塑性剪切

应变之间的隐式关系式，理论结果与离散元数值模

拟的结果符合良好。接触价键演化过程的理论模型

与系数 c 和临界接触价键 cZ 密切相关。c 值的大小

决定了颗粒体达到临界状态时的塑性剪切应变，c
值越大，达到临界状态时对应的塑性剪切应变越小。

对应于排列疏松、围压较小、颗粒形状为圆形的颗

粒体，达到临界状态时对应的塑性剪切应变较小。

临界接触价键 cZ 的值不依赖于初始孔隙比，但是与

颗粒形状、表面摩擦性质、围压有关。圆形颗粒的

临界接触价键大于卵圆形颗粒的，围压越小、摩擦

系数越大， cZ 越大。 
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